Cadre : Soit H un K-espace vectoriel, avec K = R ou C.

I Espaces de Hilbert

1) Produit scalaire, espace pré-hilbertien

Définition 1. (.,.) : H x H — K est un produit scalaire si :

(i) Pour tout y € H, x — (x,y) est linéaire.

(ii) Pour tous z,y € H, (z,y) = (y, ).

(iii) Pour tout z € H, (x,z) € RT.

(iv) Pour tout x € H, (z,2) =0 < z =0.
L’espace H muni d’'un produit scalaire est appelé espace pré-hilbertien.
On fixe pour la suite un produit scalaire (.,.) sur H.
Remarque 2. Pourz,y € H, (x+y,z +y) = {x,2)+(y,y) +2Re (x,y).
Exemple 3. Soit H = C?. Le produit scalaire canonique est défini pour
x=(x1,-..,24),y = (Y1,-.-,Y4) € H par {x,y) = Z?zlxiﬁ.
Proposition 4 (Cauchy-Schwarz). Si H est pré-hilbertien, alors :

Yo,y € H, [yl < (@2) (9,0)

Avec égalité si, et seulement si, x et y sont colinéaires.
Corollaire 5. La relation ||z|| = \/(z,z) définit une norme sur H
Exemple 6. Dans C%, on retrouve la norme usuelle.
Proposition 7. Un espace vectoriel normé H est un espace pré-hilbertien
si, et seulement si, ||.|| vérifie Videntité du parallélogramme, c’est-a-dire :

2 2 2 2
Vay e H, llo+yll” +lle = yll* =2 (21 + Ivl)

Définition 8. On dit que deux éléments x et y de H sont ortho-
gonaux si (z,y) = 0. Pour A C H, on définit son orthogonal par
At ={re H|Vae A, (z,a) =0}. C’est un sous-espace vectoriel fermé
de H.

Théoréme 9 (Pythagore). Si x,y € H sont orthogonauz, alors
2 2 2
=+ gl = llz” + llylI”

Définition 10. On dit que H est un espace de Hilbert s’il est complet
pour la norme induite par son produit scalaire.

Exemple 11. Tout espace pré-hilbertien de dimension finie est de Hilbert.

2) Théoréme de projection sur un convexe fermé

On fixe H un espace de Hilbert et K un convexe fermé non vide de H.

Théoréme 12. Pour tout f € H, il existe un unique élément de K, noté
P (f), et appelé projection de f sur K, tel que :

1P (f) = fIl = inf [lv—f]
De plus, Pr(f) est caractérisée par :

Yo € K, Re((f — Px(f),v — Px(f))) <0
Remarque 13. L’application x — Pk (z) est 1-lipschitzienne.

Corollaire 14. Soient M un sous-espace vectoriel fermé de H et f € H.
Alors Py(f) est caractérisé par :

Pyu(f)eM et VveM, Re((f—Pu(f),v)=0
De plus, Py est un opérateur linéaire.

Corollaire 15. Soit F' un sous-espace vectoriel de H.
(i) Si F est fermé, alors F & F+ = H.
(ii) F est dense si, et seulement si, F+ = {0}.

3) Dualité
Théoréme 16 (Riesz-Fréchet). Soit ¢ € H'. Alors :
AfeH YveH, (p,v) =(f,v)
Application 17. Soit T € L(H), il existe un unique T* € L(H) tel que :
Va,y e H, (Tw,y) = (z,T"y) avec ||T| = |T7]|
On appelle T* Dopérateur adjoint de T'.
Proposition 18. Pour T,S € L(H), on a T** =T, (T'S)* = S*T*.

Exemple 19. En dimension finie, les notions d’opérateurs adjoints sont
traduites par les notions de matrices transposées ou transconjuguées.

Théoréme 20 (Lax-Milgram). Soient H un espace de Hilbert, a une
forme bilinéaire continue et coercive sur H, et £ € H'. Alors il existe un
unique u € H tel que, pour tout v € H, a(u,v) = £(v). Si de plus a est
symétrique, u réalise le minimum sur H de v — %a(v,v) —L(v).

Théoréme 21 (Hahn-Banach). Soit F' un sous-espace vectoriel strict de
H. Tout f € F' admet un prolongement continu sur H de méme norme.
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IT Bases hilbertiennes

1) Définitions et premiéres propriétés

Définition 22. Une famille d’un espace pré-hilbertien sera dite orthogo-
nale si ses éléments sont deux a deux orthogonaux, et orthonormales si
ses éléments sont de plus de norme 1.

Proposition 23. Toute famille orthonormale est libre

Définition 24. Une famille orthonormale est appelée base hilbertienne
si 'espace vectoriel qu’elle engendre est dense.

Proposition 25 (Gram-Schmidt). Soit N € N*U{co} et (fn)i<n<n une
famille libre de H. Il existe une famille orthonormale (en)1<n<n de H
telle que, pour tout n < N, Vect(ey,...,e,) = Vect(f1,..., fn)-

Exemple 26. Les suites 1,, sont une base hilbertienne de ¢*>(N), mais pas
une base algébrique. Les applications e,, : t — €™ pour n € Z forment
une base hilbertienne de L*(T).

Théoréme 27. Tout espace de Hilbert admet une base hilbertienne.

Proposition 28. Soit (e;)jcs une famille orthonormale finie de H, et
soit F' ’espace vectoriel engendré par cette famille. La projection ortho-
gonale Pp sur I est définie pour x € H par Pp(x) =} ,c ;7 (2, €;) ;. En

; 2

conséquence ||a;||2 = ||z — Pp(x)| + ZjeJ ’(x,ej>| .
Proposition 29 (Bessel). Soit (e;);cs une famille orthonormale de H.
Alors, pour tout x € H, ona 3 ,c; [(z, ;) |2 < |=)?.
Théoréme 30. Soit (e;)jes orthonormale dans H. Sont équivalents :

(i) (e;)jes est une base hilbertienne.

" 2 2

(it) Vx € H, ||z]|" =X ;c; |(z,e;)|” (Bessel)
(i) Yo,y € H, (z,y) = > ;e 5 (2, €5) (y,e;) (Parseval)

2) Polyndémes orthogonaux
Soit I un intervalle de R.

Définition 31. Soit p : I — R une fonction mesurable et strictement
positive, vérifiant Yn € N, [ |z|"p(z) dz < +oo. On dit alors que p est
une fonction poids.

Définition 32. On définit L?(I,p) comme lensemble des fonctions
f: I — C mesurables vérifiant [} |f(2)|?p(z) dz < +oc.

Proposition 33. L%(I,p) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

(1,9), = [y f(@)g(x)p(x) da.

Théoréme 34. Soient I un intervalle de R et p une fonction poids. S’il
existe a > 0 tel que f] el p(x)dx < oo, alors les polynémes orthogonauz
associés a p forment une base hilbertienne de L?(I, p).

3) Séries de Fourier

Définition 35. Soit f : R — C continue par morceaux et 2m-périodique.
Les coefficients exponentiels de Fourier de f sont :

1 2m

cn(f) o

= e mtdt (neZ

o= 0 (ne2)

En posant e, : t — e, la série de Fourier associée & f est la série
trigonométrique Y, cn(f)e_n.

Proposition 36 (Riemann-Lebesgue). Si f est continue par morceauz et
2m-périodique, alors lim, o cn(f) = 0.

Théoréme 37. La famille (e,)nez est une base hilbertienne de l’espace
des fonctions 2w-périodiques de carré intégrable sur [0,27]. On a en par-
ticulier :

12 =3 enl)?

nez

Proposition 38. Si f est C' par morceaux et 2m-périodique, alors la série
de Fourier de f converge simplement vers la régularisation f de f donnée

pour x € R par f(z) = %

Remarque 39. L’hypothése C' par morceaur est nécessaire.

Théoréme 40. Si f est continue, C' par morceauz et 2w-périodique, alors
la série de Fourier de f converge normalement vers f.
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IIT Applications

1) Convergence faible

Définition 41. On dit qu’une suite (2, )neny de H converge faiblement

vers ¢ € H, noté x, H, x, lorsque :
VyeH, lm (zny)=(zy)

Remarque 42. Ceci est en réalité une caractérisation d’une définition
plus générale. La convergence forte entraine la convergence faible, mais la
réciproque est fausse.

Proposition 43. Soit (x,)nen qui converge faiblement vers x dans H.
Alors iminf,,_ 4 ||zn|| = ||z||. De plus, sont équivalents :
(i) (xn)nen converge vers x.
(i) limsup,,_, ;o [|lzall < [l
(iii) limp o0 |all = |2
Théoreme 44. De toute suite bornée de H on peut extraire une sous-

suite qui converge faiblement.

Proposition 45. Le rayon spectral d’un opérateur autoadjoint sur H est
égal @ sa morme.

Application 46. Soient H un espace de Hilbert réel, et J : E — R
convexe continue et coercive. Alors J admet un minimum sur H.

2) Espaces de Sobolev
On considére I = |a, b[ un intervalle de R.

Définition 47. Soit f € L'(I). On dit que f admet une dérivée faible
s'il existe g € L*(I) tel que, pour tout ¢ € C°(I), on a [, f¢' = — [} gp.
On note alors g = f’, qui est unique.

Définition 48. On définit H'(I) = {f € L*(1)| f' € L*(I)}, que I'on
munit du produit scalaire défini par (f, g) ;1 = (f,9) 2 + (', 9') 2.

Théoréme 49. (H'(I),(.,.) ;1) est un espace de Hilbert.

Définition 50. On définit H}(I) comme l'adhérence de C°(I) dans
HY(I). H}(I) est un espace de Hilbert lorsqu’il est munit du produit
scalaire (.,.) ;1.

Application 51. Grace d une formulation faible d’un probléme différen-
tiel et au théoréeme de Lax-Milgram, on peut démontrer I’existence d’une
solution faible d ce probléme.

Application 52 (Dirichlet). Pour f € L?, on considére le probléme :

{ v +u=f sur]0,1]

u(0) =u(l) =0

Il existe une unique solution faible u € H}([0,1]) a ce probléme.

Développements

— Projection sur un convexe fermé et théoreme de Riesz (12,14,16)

[Bres?7]

— Densité des polynémes orthogonaux (34) [ ]
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